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ลําดบัอนันตและอนุกรมอนันต 

1.1 ลิมิตของลําดับ 

ในหัวขอนี้จะกลาวถึงสมบัติอยางหนึ่งของลําดับอนันต ซึ่งจะเปนประโยชนในการศึกษาคณิตศาสตร

ช้ันสูงข้ึนไป โดยจะพิจารณาพจนท่ี n  ของลําดับเมื่อ n  มีคามากข้ึนโดยไมมีท่ีส้ินสุด ดังตัวอยาง 

(1) พิจารณากราฟของลําดับ 1
2n na =   

 

เสนประท่ีปรากฏในรูปกราฟของลําดับ 1
2n na =  เปนเสนท่ีแสดงแนวของจุดในกราฟ เมื่อ

พิจารณาจากกราฟและตําแหนงของพจนตางๆ บนเสนจํานวนจะเห็นวาถา n  มีคามากข้ึนโดยไม

มีท่ีส้ินสุดแลว na  (พจนท่ี n ) จะมีคาเขาใกล 0   

(2) พิจารณากราฟของลําดับ 1na =   

 
เสนประท่ีปรากฏในรูปกราฟของลําดับ 1na =  เปนเสนท่ีแสดงแนวของจุดในกราฟ เมื่อ

พิจารณาจากกราฟและตําแหนงของพจนตางๆ บนเสนจํานวนจะเห็นวาถา n  มีคามากข้ึนโดยไม

มีท่ีส้ินสุดแลว na  (พจนท่ี n ) จะมีคาเปน 1 เสมอ สําหรับทุกคาของ n   
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ขอตกลง เมื่อ n  มีคามากข้ึนโดยไมมีท่ีส้ินสุด และพจนท่ี n  มีคาเขาใกลหรือเทากับจํานวนจริง L  เพียง
จํานวนเดียวเทานั้นแลว จะเรียก L  วา ลิมิตของลําดับ ( )Limit of a sequence  และจะกลาววาลําดับนั้น

มีลิมิตเทากับ L   
ดังนั้น ในตัวอยางขางตนจะเห็นวา  

ลําดับ 1
2n na =  มีลิมิตเทากับ 0  และ ลําดับ 1na =  มีลิมิตเทากับ 1  

ขอตกลง เราเรียกลําดับอนันตท่ีมีลิมิตวา ลําดับคอนเวอรเจนต ( )Convergent sequence  (ลําดับลูเขา) 

(3) พิจารณากราฟของลําดับ 
( )1

1
n

na
n
−

= +   

 

เสนประท่ีปรากฏในรูปกราฟของลําดับ 
( )1

1
n

na
n
−

= +  เปนเสนท่ีแสดงแนวของจุดในกราฟ 

เมื่อพิจารณาจากกราฟและตําแหนงของพจนตางๆ บนเสนจํานวนจะเห็นวาถา n  มีคามากข้ึน

โดยไมมีท่ีส้ินสุดแลว na  (พจนท่ี n ) จะมีคาเขาใกล 1 ดังนั้น 
( )1

1
n

na
n
−

= +  เปนลําดับคอน

เวอรเจนต และมีลิมิตเทากับ 1  
(4) พิจารณากราฟของลําดับ 2 1na n= −   

 
เสนประท่ีปรากฏในรูปกราฟของลําดับ 2 1na n= −  เปนเสนท่ีแสดงแนวของจุดในกราฟ เมื่อ

พิจารณาจากกราฟและตําแหนงของพจนตางๆ บนเสนจํานวนจะเห็นวาถา n  มีคามากข้ึนโดยไม
มีท่ีส้ินสุดแลว na  (พจนท่ี n ) ของลําดับมีคามากข้ึนและไมเขาใกลจํานวนใดจํานวนหนึ่ง จึง

กลาวไดวาลําดับ 2 1na n= −  ไมมีลิมิต ลําดับนี้จึงไมใชลําดับคอนเวอรเจนต 
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ขอตกลง เราเรียกลําดับอนันตท่ีไมใชลําดับคอนเวอรเจนต วา ลําดับไดเวอรเจนต ( )Divergent sequence  

(ลําดับลูออก) 

(5) พิจารณากราฟของลําดับ ( )1 n
na = −   

 
เสนประท่ีปรากฏในรูปกราฟของลําดับ ( )1 n

na = −  เปนเสนท่ีแสดงแนวของจุดในกราฟ เมื่อ

พิจารณาจากกราฟและตําแหนงของพจนตางๆ บนเสนจํานวนจะเห็นวาถา n  มีคาเปนจํานวนค่ี 

แลว na  มีคาเปน 1−  แตเมื่อ n  มีคาเปนจํานวนคู แลว na  จะมีคาเปน 1 ดังนั้น เมื่อ n  มีคา

มากข้ึนโดยไมมีท่ีส้ินสุดแลว พจนท่ี n  ของลําดับนี้จึงมิไดเขาใกลจํานวนใดจํานวนหนึ่ง ดังนั้น 

ลําดับ ( )1 n
na = −  จึงไมมีลิมิต นั่นก็คือลําดับนี้เปนลําดับไดเวอรเจนต 

ขอสังเกตเก่ียวกับลิมิตของลําดับ 
1. ลําดับท่ีจะนํามาพิจารณาลิมิตนั้นตองเปนลําดับอนันต 
2. ถากลาววา L  เปนลิมิตของลําดับท่ีมีพจนท่ี n  เปน na  หมายถึง เมื่อ n  มีคามากข้ึนโดยไมมีท่ีส้ินสุด 

พจนท่ี n  ของลําดับจะมีคาเขาใกลหรือเทากับจํานวนจริง L  จํานวนเดียวเทานั้น กลาวไดวา L  เปนลิมิต
ของลําดับท่ีมีพจนท่ี n  เปน na  และเขียนแทนดวยสัญลักษณ lim nn

a L
→∞

=   

3. ลําดับท่ีมีลิมิตเรียกวา ลําดับคอนเวอรเจนต (ลําดับลูเขา) 
4. ลําดับท่ีไมมีลิมิตเรียกวา ลําดับไดเวอรเจนต (ลําดับลูออก) 
5. การพิจารณาวาลําดับใดจะมีลิมิตหรือไมนั้น อาจทําไดโดยการวาดกราฟของลําดับและพิจารณาตําแหนง

ของพจนท่ี n  ของลําดับบนเสนจํานวน เมื่อ n  มีคามากข้ึนโดยไมมีท่ีส้ินสุด 

ตัวอยาง จงพิจารณาวาลําดับ 1
na

n
=  เปนลําดับคอนเวอรเจนตหรือลําดับไดเวอรเจนต และถาเปนลําดับ

คอนเวอรเจนต จงบอกดวยวาลิมิตของลําดับนี้เปนเทาใด 
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1.2 ทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิต 

การหาลิมิตของลําดับตางๆ นอกจากจะหาไดโดยตรงจากการพิจารณากราฟของลําดับหรือตําแหนงของ

พจนท่ี n  ของลําดับบนเสนจํานวนแลวอาจหาไดโดยอาศัยทฤษฎีบทเกี่ยวกับลิมิต ซึ่งจะกลาวถึงและนําไปใช

โดยไมมีการพิสูจน 

ทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิตของลําดับ 

ถา na  และ  nb  เปนลําดับลูเขาและ ,c k   เปนคาคงท่ีแลว 

1. limit แจกแจงไดในเครื่องหมาย  , , ,+ − × ÷   

1.1. ( )lim lim limn n n nn n n
a b a b

→∞ →∞ →∞
± = ±   

1.2. ( )lim lim limn n n nn n n
a b a b

→∞ →∞ →∞
⋅ = ⋅   

1.3. 
lim

lim ; lim 0
lim

nn n
nn n

n nn

aa b
b b

→∞

→∞ →∞
→∞

 
= ≠ 

 
  

2. 2.1 lim
n

c c
→∞

=   

2.2 ( )lim limn nn n
ca c a

→∞ →∞
=   

3. limit แจกแจงในเลขยกกําลัง และ ฟงกชันตางๆ ได 

3.1. ( ) ( )lim lim
kk

n nn n
a a

→∞ →∞
 =     

3.2. lim limk kn nn n
a a

→∞ →∞
=  

3.3. lim limn nn n
a a

→∞ →∞
=  

4. 4.1 lim 0n

n
c

→∞
=  เมื่อ 1c <   

4.2 lim n

n
c

→∞
=  มากจนหาคาไมได  เมื่อ 1c >   

4.3 lim 1 1n

n→∞
=   

5. ถา lim nn
a A

→∞
=  แลว 1lim nn

a A+→∞
=  เมื่อ A  คือคาคงท่ี 

6. 6.1 1lim 0
n n→∞

  = 
 

  

6.2 ( )lim
n

n
→∞

= ∞   

กรณี รูปแบบไมกําหนด ( )indeterminate from  เชน 0 , ,
0

∞
∞−∞

∞
 ใหทําการจัดรูปกอนหาลิมิต 
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ตัวอยาง 1 จงหาลิมิตของลําดับ 5na =   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอยาง 2 จงหาลิมิตของลําดับ 11na
n

= −  และ ลิมิตของลําดับ 1 11
2nb

n
 = − 
 
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ตัวอยาง 3 จงหาลิมิตของลําดับ 2
5

n

na  =  
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอยาง 4 จงหาลิมิตของลําดับ 3 2
n

na
n
+

=   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ 7 คณิตศาสตร์เพิม่เติม 5 

โรงเรียนนวมินทราชินูทิศ สตรีวทิยา พทุธมณฑล ชั้นมธัยมศึกษาปีที่ 6 

เอกสารประกอบการเรียน ห้ามจําหน่าย จดัทาํโดย อ.เจนณรงค ์อร่ามรัตนชยั 

ตัวอยาง 5 จงหาลิมิตของลําดับ 
3

3

3
5 7n
n na
n
−

=
+

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอยาง 6 จงหาลิมิตของลําดับ 
1

1

5 3
4 5

n n

n n na
+

−

+
=

+
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ตัวอยาง 7 จงหาลิมิตของลําดับ 3 1
2n

na
n

+ +
=

−
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอยาง 8 จงหาลิมิตของลําดับ 
2 1
2 3
+ +

=
+n n n

n na   
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แบบฝกหัด 1.1 

จงเขียนส่ีพจนแรกของลําดับซึ่งกําหนดพจนท่ี n  ใหตอไปนี้ พรอมท้ังตรวจดูแตละลําดับวา ลําดับใดบางท่ีเปน

ลําดับคอนเวอรเจนต ถาเปนลําดับคอนเวอรเจนตใหหาลิมิตดวย 

1) 2
3na
n

=  

........................................................................................................................... ................................................... 

............................................................................................................................. ................................................. 

.......................................................................................................................................................... .................... 

.............................................................................................................. ................................................................ 

2) 3 2
3n
na

n
−

=  

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

3) 3 5
6n

na +
=  

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

4) 13
2

n

na  =  
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1.3 อนุกรม 

นักเรียนไดทราบถึงความสัมพันธระหวางลําดับและอนุกรมมาแลวดังนี ้

บทนิยาม เมื่อ 1 2 3, , , ..., na a a a  เปนลําดับจํากัด และ 1 2 3, , , ..., , ...na a a a  เปนลําดับอนันต  

เรียก การแสดงผลบวกของพจนทุกพจนของลําดับ 
ในรูป 1 2 3 na a a a+ + + ⋅⋅⋅+  หรือ 1 2 3 na a a a+ + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅  วา อนุกรม  

เรียกอนุกรมท่ีไดจากลําดับจํากัด วา “อนุกรมจํากัด” ( )Finite series   

และ เรียกอนุกรมท่ีไดจากลําดับอนันต วา “อนุกรมอนันต” ( )Infinite series   

จากบทนิยาม จะไดวา อนุกรมท่ีเขียนในรูป 1 2 3 na a a a+ + + ⋅⋅⋅+  เปนอนุกรมจํากัด 

และ อนุกรมท่ีเขียนในรูป 1 2 3 na a a a+ + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅  เปนอนุกรมอนันต 

 

สําหรับ อนุกรมรูป 1 2 3 na a a a+ + + ⋅⋅⋅+  หรือ 1 2 3 na a a a+ + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅  จะเรียกพจนตางๆ ดังนี้ 

เรียก 1a  วา พจนท่ี 1 ของลําดับ หรือพจนแรกของลําดับ 

เรียก 2a  วา พจนท่ี 2  ของลําดับ  

เรียก 3a  วา พจนท่ี 3  ของลําดับ  

 . . . 

เรียก na  วา พจนท่ี n  ของลําดับ หรือ พจนท่ัวไปของลําดับ 

ตัวอยางของอนุกรม 

(1) 2 5 10 17 101+ + + + ⋅⋅⋅+  เปนอนุกรมจํากัด ท่ีไดจากลําดับ 2, 5, 7, 10, 17, ... , 101  

(2) 1 8 27 64 1331+ + + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅ เปนอนุกรมอนันต ท่ีไดจากลําดับ 1, 8, 27, 64, ... , 1331, ...   

สัญลักษณแทนการบวก ( )Summation Notation   

เพื่อความสะดวกในการเขียนอนุกรม จะใชอักษรกรีก ∑ ( )sigma  อานวา “ซิกมา” เปนสัญลักษณ

แทนการบวก 

โดยจะเขียนแทน 1 2 3 na a a a+ + + ⋅⋅⋅+  ดวย 
1

n

i
i

a
=
∑  (อานวา การบวก ia  เมื่อ 1i =  ถึง i n= ) 

และเขียนแทน 1 2 3 na a a a+ + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅  ดวย 
1

∞

=
∑ i
i

a  (อานวา การบวก ia  เมื่อ 1i =  ข้ึนไป) 
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ตัวอยาง 

1) ( )
5

0
2 1

=

+ =∑
x

x   

2) 
8

4
2

=

=∑ y

y

 

3) 
1

2
∞

=

=∑
i

 

4) 
1

∞

=

=∑ t

t
t  

อนุกรมใดก็ตามท่ีเปนอนุกรมจํากัด อนุกรมนั้นยอมแทนไดดวยจํานวนใดจํานวนหนึ่ง เชน 
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พิสูจน (เหมาะสําหรับนักเรียนท่ีสนใจ) 

1) จะพิสูจนวาเพราะเหตุใด ( )
1
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n

i

ni n
=

= +∑   

เนื่องจาก ( ) ( )
1

1 2 3 2 1
n

i
i n n n

=

= + + + ⋅⋅⋅+ − + − +∑   ----------(1) 

หรือ ( ) ( )
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1 2 3 2 1
n

i
i n n n

=

= + − + − + ⋅⋅⋅+ + +∑   ----------(2) 

(1)+(2) จะได ( ) ( ) ( ) ( )
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2 1 1 1 1
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n terms

i n n n n
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= + + + + + + ⋅⋅⋅+ +∑
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2) จะพิสูจนวาเพราะเหตุใด ( )( )2
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1 2 1

6

n

x

nx n n
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= + +∑   

เนื่องจาก 2 2 2 2 2

1
1 2 3

n

x
x n

=

= + + + ⋅⋅⋅+∑   

พิจารณา ( )3 3 31x x x+ − = 2 33 3 1x x x+ + + −  

นั่นคือ ( )3 3 21 3 3 1x x x x+ − = + +   ----------(*) 

แทน 1x =  ใน(*) จะได ( ) ( )23 32 1 3 1 3 1 1− = + +   ----------(1) 

แทน 2x =  ใน(*) จะได ( ) ( )23 33 2 3 2 3 2 1− = + +  ----------(2) 

แทน 3x =  ใน(*) จะได ( ) ( )23 34 3 3 3 3 3 1− = + +   ----------(3) 

 . . . 

แทน x n=  ใน(*) จะได ( ) ( ) ( )3 231 3 3 1n n n n+ − = + +   ----------(n) 

(1)+(2)+(3)+ ⋅ ⋅ ⋅+(n) จะได 

   ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 2 21 1 3 1 2 3 3 1 2 3 1 1 1 1
n terms

n n n+ − = + + + ⋅⋅⋅+ + + + + ⋅⋅⋅+ + + + + ⋅⋅⋅+
((((
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nn x n n
=

   + − = + + +     
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3) จะพิสูจนวาเพราะเหตุใด ( )
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x x

nx n x
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เนื่องจาก 3 3 3 3 3

1
1 2 3

n

x
x n

=

= + + + ⋅⋅⋅+∑   

พิจารณา ( )4 4 41x x x+ − = 3 2 44 6 4 1x x x x+ + + + −  

นั่นคือ ( )4 4 3 21 4 6 4 1x x x x x+ − = + + +   ----------(*) 

แทน 1x =  ใน(*) จะได ( ) ( ) ( )3 24 42 1 4 1 6 1 4 1 1− = + + +   ----------(1) 

แทน 2x =  ใน(*) จะได ( ) ( ) ( )3 24 43 2 4 2 6 2 4 2 1− = + + +  ----------(2) 

แทน 3x =  ใน(*) จะได ( ) ( ) ( )3 24 44 3 4 3 6 3 4 3 1− = + + +   ----------(3) 

 . . . 

แทน x n=  ใน(*) จะได ( ) ( ) ( ) ( )4 3 241 4 6 4 1n n n n n+ − = + + +   ----------(n) 

(1)+(2)+(3)+ ⋅ ⋅ ⋅+(n) จะได 
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 ( )4 3 2

1 1 1 1
1 1 4 6 4 1

n n n n

x x x x
n x x x

= = = =

       + − = + + +       
       
∑ ∑ ∑ ∑   

 ( )4 3

1
1 1 4 6

n

x
n x

=

 + − = + 
 
∑ 6

n ( )( ) ( ) ( )1 2 1 4 1
2
nn n n n   + + + + +   

  
  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )4 3

1
1 4 1 2 1 2 1 1

n

x
n x n n n n n n

=

 + = + + + + + + + 
 
∑   

 ( ) ( )( ) ( ) ( )43

1
4 1 1 2 1 2 1 1

n

x
x n n n n n n n

=

  = + − + + − + − + 
 
∑   

 ( ) ( ) ( )( )33

1
4 1 1 2 1 2 1

n

x
x n n n n n

=

  = + + − + − − 
 
∑   

 ( )3 3 2

1
4 1 3 3

n

x
x n n n n

=

  = + + + 
 
∑ 1+ 22 2n n n− − − 1−( )   

 ( )( )3 3 2

1
4 1

n

x
x n n n

=

  = + + 
 
∑   

 ( )( )3 2

1
4 1 1

n

x
x n n n

=

  = + + 
 
∑   

 
( )22

3

1

1
4

n

x

n n
x

=

+
=∑   

นั่นคือ ( ) 2 2
3

1 1

1
2

n n

x x

n n
x x

= =

+   = =   
  

∑ ∑  

 

 

  



กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ 20 คณิตศาสตร์เพิม่เติม 5 

โรงเรียนนวมินทราชินูทิศ สตรีวทิยา พทุธมณฑล ชั้นมธัยมศึกษาปีที่ 6 

เอกสารประกอบการเรียน ห้ามจําหน่าย จดัทาํโดย อ.เจนณรงค ์อร่ามรัตนชยั 

1.4 ผลบวกของอนุกรมอนันต 

ผลบวกของพจนทุกพจนของอนุกรมจํากัดยอมหาคาไดแนนอนเสมอแมวาจะหาไมไดโดยใชสูตร ก็

อาจจะหาไดโดยการบวกทีละพจน (ซึ่งหากมีจํานวนพจนมากอาจจะตองใชเวลาในการบวกมากดวย) สวน

อนุกรมอนันตการจะหาผลบวกของพจนทุกพจนใหไดคาท่ีแนนอนยอมทําไดยากท้ังนี้เพราะไมอาจหาพจน

สุดทายได 

พิจารณาอนุกรม 1 2 3 na a a a+ + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅   

ถาให nS  เปนผลบวก n  พจนแรกของอนุกรม จะได 

1 1S a=   

2 1 2S a a= +   

3 1 2 3S a a a= + +   

 . . . 

1 2 3n nS a a a a= + + + ⋅⋅⋅+  

เรียก 1 2 3, , ,...s s s  หรือ ( ) ( ) ( )1 1 2 1 2 3, , , ...+ + +a a a a a a  แตละจํานวนวา ผลบวกยอย ( )partial sum  

ของอนุกรม 1 2 3+ + + ⋅⋅⋅a a a   

และเรียก 1 2 3, , ,..., ,...ns s s s  วา ลําดับผลบวกยอยของอนุกรม 

เชน จากอนุกรม 1 1 1 1
10 100 1000 10n+ + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅   จะได 

1
1

10
S =   

2
1 1 11

10 100 100
S = + =   

3
1 1 1 11 1 111

10 100 1000 100 1000 1000
S = + + = + =   

 . . . 

( )
1 1 1 1 10 1

10 100 1000 10 9 10

n

n n n
S −

= + + + ⋅⋅⋅+ =  

ลําดับผลบวกยอยของอนุกรม 1 1 1
10 100 1000

+ + + ⋅⋅⋅  คือ 
( )

1 11 111 10 1, , , ... , , ...
10 100 1000 9 10

−n

n
  

เมื่อหาลิมิตของลําดับนี้ จะได 
( )

10 1 1 10 1 1 1 1lim lim lim 1
9 10 9 10 99 10

n n

n nnn n n→∞ →∞ →∞

   − −    = = − =        
  

จากตัวอยางจะเห็นวา 1
9

 เปน ลิมิตของลําดับผลบวกยอยของอนุกรม 1 1 1 1
10 100 1000 10n+ + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅  

เรียก 1
9

 วาเปน ผลบวกของอนุกรมอนันต นี้ 

ถาพิจารณาอนุกรม ( ) 11 1 1 1 1 n−− + − + ⋅⋅⋅+ − + ⋅⋅⋅   จะได ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้คือ 

1 , 0 , 1 , 0 , ...  ซึ่งเห็นไดวา ลําดับนี้ไมมีลิมิต จึงถือวา หาผลบวกของอนุกรมนีไ้มได 
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ดังนั้น จึงใหนิยามผลบวกของอนุกรมอนันต ดังนี ้

บทนิยาม ผลบวกของอนุกรมอนันตใด คือ ลิมิตของลําดับผลบวกยอยของอนุกรมนัน้ เมื่อลําดับนั้นมีลิมิต 

สําหรับอนุกรมอนันตท่ี สามารถหาผลบวกได เรียกวา อนุกรมคอนเวอรเจนต และเรียก อนุกรมอนนัต
ท่ี ไมสามารถหาผลบวกได วา อนุกรมไดเวอรเจนต 

ตัวอยาง 9 จงพิจารณาวา อนุกรม 1 1 1 1 1
2 4 8 16 2n+ + + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅  เปนอนุกรมคอนเวอรเจนตหรืออนุกรม

ไดเวอรเจนต และถาเปนอนุกรมคอนเวอรเจนต จงหาผลบวกของอนุกรมนี้  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอยาง 10 จงพิจารณาวา ( )
1

2 1
i

i
∞

=

−∑  เปนอนุกรมคอนเวอรเจนตหรืออนกุรมไดเวอรเจนต และถาเปน

อนุกรมคอนเวอรเจนต จงหาผลบวกของอนุกรมนี ้ 
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จากตัวอยางขางตนจะเห็นวา การแสดงวาอนุกรมอนันตใดจะเปนอนุกรมคอนเวอรเจนตหรือ 
อนุกรมไดเวอรเจนตทําไดดังนี ้

1)  หาลําดับผลบวกยอยของอนุกรม 

2)  พิจารณาลิมิตของลําดับผลบวกยอย ถาลําดับผลบวกยอยนั้นมีลิมิต จะไดวาอนุกรมนั้นเปนอนุกรม
คอนเวอรเจนต แตถาลําดับผลบวกยอยนั้นไมมีลิมิต จะไดวาอนุกรมนั้นเปนอนุกรมไดเวอรเจนต 

ขอสังเกต ผลบวกของอนุกรมอนันต คือ ( ) ( )1 2 3
1

lim
∞

→∞
=

+ + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅ = =∑n n nnn
a a a a a S  

ในกรณีท่ีอนุกรมอนันตเปนอนุกรมเรขาคณิต จาก 2 1
1 1 1 1

na a r a r a r −+ + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅   

เมื่อพิจารณาท่ี อัตราสวนรวม ( )r  จะแบงไดเปน 2  กรณี คือ 1r =  , 1r ≠  

กรณี 1r =  พิจารณาลําดับของผลบวกยอยของอนุกรม 

ถา 1r =   จะไดลําดับผลบวกยอยของอนุกรมเปน ( ) ( ) ( )1 1 2 1 2 3, , , ...+ + +a a a a a a  

ซึ่งก็คือ 1 1 1 1, 2 , 3 , ... , , ...a a a na  นั่นคือไมมีลิมิต 

ถา 1r = −   จะไดลําดับผลบวกยอยของอนุกรมเปน ( ) ( ) ( )1 1 2 1 2 3, , , ...+ + +a a a a a a  

ซึ่งก็คือ 1 1, 0 , , 0 , ...a a  นั่นคือไมมีลิมิต 

กรณี 1r ≠  จะได 
( )1 1 1
1
1 1 1

n n

n

a r a a rS
r r r
−

= = −
− − −

  

ถา 1r >  เมื่อ n  มีคามากข้ึนโดยไมมีท่ีส้ินสุด nr  จะเขาใกลอนันต 

จะได ( ) 1 1lim lim
1 1

n

nn n

a a rS
r r→∞ →∞

 
= − = −∞ − − 

 นั่นคือไมมีลิมิต 

ถา 1r <  เมื่อ n  มีคามากข้ึนโดยไมมีท่ีส้ินสุด nr  จะเขาใกล 0   

จะได ( ) 1 1 1 1lim lim lim
1 1 1 1

n

nn n n

a a r a aS
r r r r→∞ →∞ →∞

   = − = =   − − − −  
  

นั่นคือ  ลิมิตของลําดับผลบวกยอยของอนุกรมเรขาคณิต เมื่อ 1r <  คือ 1

1
a

r−
 

ขอสรุปเก่ียวกับอนุกรมอนนัต ท่ีเปน อนุกรมเรขาคณิต  
เมื่อ 1a  เปนพจนแรกของอนุกรม และ r  เปนอัตราสวนรวมของอนุกรมนี ้

1)  ถา 1r ≥  แลวอนุกรมนี้เปนอนุกรมไดเวอรเจนต 

2)  ถา 1r <  แลวอนุกรมนี้เปนอนุกรมคอนเวอรเจนต และถาให S  เปนผลบวกของอนุกรม

เรขาคณิตท่ีเปนอนุกรมคอนเวอรเจนต จะได ( ) 1lim
1nn

aS S
r→∞

= =
−

  



กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ 23 คณิตศาสตร์เพิม่เติม 5 

โรงเรียนนวมินทราชินูทิศ สตรีวทิยา พทุธมณฑล ชั้นมธัยมศึกษาปีที่ 6 

เอกสารประกอบการเรียน ห้ามจําหน่าย จดัทาํโดย อ.เจนณรงค ์อร่ามรัตนชยั 

ตัวอยาง 11 จงหาผลบวกของอนุกรม 
1316 12 9 16

4

n−
 + + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅ 
 

  

 

 

 

 

 

 

 

แบบฝกหัด 1.3 

1) จงพิจารณาอนุกรมในแตละขอตอไปนี้ วาเปนอนุกรมคอนเวอรเจนตหรืออนุกรมไดเวอรเจนต และถา

เปนอนุกรมคอนเวอรเจนต จงหาผลบวกของอนุกรมดวย 

1.1) 
11 1 1 1 1

2 6 18 2 3

n−
 + + + ⋅⋅⋅+ ⋅ + ⋅⋅⋅ 
 

  

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

1.2) 
14 23 2 3

3 3

n−
 + + + ⋅⋅⋅+ ⋅ + ⋅⋅⋅ 
 

  

............................................................................................................................................................................. . 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

1.3) ( ) 12 10 50 2 5
3 3 3 3

n−+ + + ⋅⋅⋅ + ⋅ + ⋅⋅⋅   

............................................................................................................................... ............................................... 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

1.4) 1 1 1 1
2 4 8 2

n
 − + − + ⋅⋅⋅+ − + ⋅⋅⋅ 
 

  

............................................................................................................................................................................. . 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 
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1.5) 3 3 3+ + + ⋅⋅⋅  

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

1.6) ( ) ( ) ( )2 1 4 5 3n+ − + − + ⋅⋅⋅+ − + ⋅⋅⋅   

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

1.7) 2 4 8 2
5 25 125 5

n
 + + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅ 
 

  

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

................................................................................................................................................................ .............. 

1.8) 
12 4 8 21

5 25 125 5

−
 + + + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅ 
 

n

  

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

1.9) 
14 8 16 2

25 125 625 5

n+
 + + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅ 
 

  

............................................................................................................................. ................................................. 

................................................................................................................................................................ .............. 

.................................................................................................................... .......................................................... 

1.10) ( )22 5 10 1n+ + + ⋅⋅⋅+ + + ⋅⋅⋅   

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

1.11) ( )3 21 0 9 2n n− + + + ⋅⋅⋅+ − + ⋅⋅⋅   

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 
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เอกสารประกอบการเรียน ห้ามจําหน่าย จดัทาํโดย อ.เจนณรงค ์อร่ามรัตนชยั 

1.12) 
11 1 1 1 1 1

10 100 1,000 10,000 10 10

n−
 − + − + ⋅⋅⋅+ ⋅ − + ⋅⋅⋅ 
 

  

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

1.13) 100 10 1 0.1+ + + + ⋅⋅⋅   

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................................................... ............... 

................................................................................................................... ........................................................... 

1.14) 1 10 100 1,000+ + + + ⋅⋅⋅  

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

2) อนุกรม 1 2 3 4 5 6− + − + − + ⋅⋅⋅ เปนอนุกรมไดเวอรเจนตหรืออนุกรมคอนเวอรเจนต 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

3) จงหาคาของ x  ถา 2 3 21
3

x x x+ + + + ⋅⋅⋅ =   

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

4) จงหาคาของ 1a  และ r  เมื่อ 2 3
1 1 1 1

2
3

a a r a r a r+ + + + ⋅⋅⋅ =   

  และ 2 3
1 1 1 1

3
4

a a r a r a r− + − + ⋅⋅⋅ =  

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 
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5) รูปสามเหล่ียมดานเทารูปหนึ่งมีดานยาวดานละ 10  นิ้ว รูปสามเหล่ียมดานเทารูปท่ีสองเกิดจากการตอ

จุดกึ่งกลางดานท้ังสามของรูปสามเหล่ียมดานเทารูปแรก และ รูปสามเหล่ียมดานเทารูปท่ีสามเกิดจาก

การตอจุดกึ่งกลางดานท้ังสามของรูปสามเหล่ียมดานเทารูปท่ีสอง เชนนี้เรื่อยๆ ไป จงหาผลบวกความ

ยาวของเสนรอบรูปของรูปสามเหล่ียมท้ังหมด ถากระบวนการนี้เกิดตอเนื่องไปไมมีท่ีส้ินสุด 

............................................................................................................................... ............................................... 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

6) ปลอยลูกบอลลูกหนึ่งสูงจากพื้น 2  เมตร ทุกครั้งท่ีลูกบอลกระดอนข้ึนลูกบอลจะลอยสูงข้ึนเปนระยะ 

3  ใน 5  ของความสูงเดิม จงหาระยะทางท้ังหมดท่ีลูกบอลเคล่ือนท่ีจนกระท้ังหยุดนิ่ง 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.................................................................................................................................................................... .......... 

........................................................................................................................ ...................................................... 

............................................................................................................................. ................................................. 

....................................................................................................................................................... ....................... 

........................................................................................................... ................................................................... 
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1.5 ทศนิยมซ้ํากับเศษสวน 

เราสามารถเขียนแทนทศนิยมซ้ํา ( )repeating decimal  ใหอยูในรูปเศษสวน ( )fraction  โดยใช

ความรูเรื่องอนุกรมอนันต ดังตัวอยางตอไปนี้ 

ตัวอยาง 12 จงหา 0.7  ใหอยูในรูปเศษสวน  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอยาง 13 จงหา 5.427   ใหอยูในรูปเศษสวน  
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แบบฝกหัด 1.4 
จงเขียนจํานวนตอไปนี้ใหอยูในรูปของเศษสวน 
1) 0.18    

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

2) 0.1234    

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.................................................................................................................................................................. ............ 

3) 9.87   

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

4) 1.357    

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

5) 0.1592   

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.................................................................................................................................................................. ............ 

6) 0.9   

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

7) 4.9   

............................................................................................................................. ................................................. 

.................................................................................................................................................................. ............ 

...................................................................................................................... ........................................................ 

8) 1.729   

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 
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1.6 อนุกรมเทเลสโคปค 
เทคนิคการ “สอง” พจนรอบขางมาหักลางกัน (Telescope  = กลองสอง) โดยการจัดรูปแตละพจนใน

อนุกรมใหเปน “ผลลบ” โดยเมื่อแยกเปนผลลบไดแลว เราจะหวังวา พจนคูท่ีอยูติดกันจะมีบางตัวตัดกันได 
วิธีจัดรูปพจนใหเปนผลลบ จะมีอยู 2  วิธี คือ การใชคอนจูเกต กับ การแยกเศษสวน 

รูปแบบการแยกเศษสวนท่ีเจอบอย 
1 1 1 1
ab a b b a

   = − ⋅   −   
  ,  1 1 1 1

abc ab bc c a
   = − ⋅   −   

  ,  1 1 1 1
abcd abc bcd d a

   = − ⋅   −   
 

ตัวอยาง 14 จงหาคาของ 
99

1

1
1i i i= + +

∑  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอยาง 15 จงหาคาของ 
( )( )1

1
1i i i

∞

= +∑  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ 30 คณิตศาสตร์เพิม่เติม 5 

โรงเรียนนวมินทราชินูทิศ สตรีวทิยา พทุธมณฑล ชั้นมธัยมศึกษาปีที่ 6 
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แบบฝกหัด 1.5 
1) จงหาผลบวกของอนุกรมตอไปนี ้

1.1) 
( )

1 1 1 1
1 2 2 3 3 4 1n n

+ + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅
⋅ ⋅ ⋅ +

  

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

1.2) 
( )( )

1 1 1 1
1 3 3 5 5 7 2 1 2 1n n

+ + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅
⋅ ⋅ ⋅ − +

  

....................................................................................................... ....................................................................... 

............................................................................................................................. ................................................. 

...................................................................................................................................... ........................................ 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

1.3) 
( )( )

1 1 1 1
1 4 4 7 7 10 3 2 3 1n n

+ + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅
⋅ ⋅ ⋅ − +

  

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 
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1.4) 2 2 2 2 2 2

3 5 7
1 2 2 3 3 4

+ + + ⋅⋅⋅
⋅ ⋅ ⋅

  

................................................................................................................................................... ........................... 

....................................................................................................... ....................................................................... 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

1.5) 
( )( )

1 1 1 1
1 2 3 2 3 4 3 4 5 1 2n n n

+ + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + +

  

................................................................................................................................................... ........................... 

....................................................................................................... ....................................................................... 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

2) จงหาผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมตอไปนี ้
2.1) ( )1 2 2 3 3 4 1n n⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅⋅⋅ + +   

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 
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2.2) ( )( )1 2 3 2 3 4 3 4 5 1 2n n n⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅⋅⋅ + + +   

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

2.3) ( )22 2 21 3 5 2 1n+ + + ⋅⋅⋅+ −   

............................................................................................................................. ................................................. 

................................................................................................................................................................ .............. 

.................................................................................................................... .......................................................... 

............................................................................................................................. ................................................. 

................................................................................................................................................... ........................... 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

3) ถาพจนท่ี n  ของอนุกรมหนึง่เปน 3 3nn +  จงหาผลบวก 10  พจนแรกของอนุกรมนี ้
............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 
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4) จงหาผลบวกของอนุกรมตอไปนี ้

4.1) 2 3 41
2 4 8

+ + + + ⋅⋅⋅   

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

4.2) 2 3 41
3 9 27

− + − + ⋅⋅⋅   

....................................................................................................... ....................................................................... 

............................................................................................................................. ................................................. 

...................................................................................................................................... ........................................ 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

4.3) 3 5 71
4 16 64

+ + + + ⋅⋅⋅   

............................................................................................................................. ................................................. 

................................................................................................................................................... ........................... 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

.............................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 

............................................................................................................................. ................................................. 


