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ฟังก์ชันตรีโกณมิต ิ

1.  ฟังก์ชันตรีโกณมิติ 

การกาํหนดค่าของฟังกช์นัตรีโกณมิติ ทาํไดโ้ดยใชว้งกลมรัศมี 1 หน่วย ซ่ึงมีจุดศูนยก์ลางอยูท่ี่จุด

กาํเนิดเป็นหลกัในการกาํหนดค่าของฟังกช์นัตรีโกณมิติ และจะเรียกวงกลมดงักล่าววา่ วงกลมหน่ึงหน่วย 

(The unit circle) วงกลมน้ีเป็นกราฟของความสมัพนัธ ์ ( ){ }∈ × + = 

2 2x, y x y 1  

เม่ือกาํหนดจาํนวนจริง θ  จากจุด ( )1,0   วดัระยะไปตามส่วนโคง้ของวงกลมหน่ึงหน่วยให้ยาว θ| |  

หน่วย จะถึงจุด ( )x, y  ซ่ึงอยูบ่นวงกลมหน่ึงหน่วย โดยมีขอ้ตกลงสาํหรับทิศทางของการวดัดงัน้ี 

- เม่ือ θ > 0   จะวดัส่วนโคง้จากจุด ( )1,0  ไปในทิศทางทวนเขม็นาฬิกา 

- เม่ือ θ < 0  จะวดัส่วนโคง้จากจุด ( )1,0  ไปในทิศทางตามเขม็นาฬิกา 

- เม่ือ θ = 0  จุดปลายส่วนโคง้คือจุด ( )1,0   

จุด ( )x, y  ดังกล่าวจะเรียกว่า จุดปลายส่วนโคง้ท่ียาว θ  หน่วย ดังนั้นจึงสามารถกาํหนดฟังก์ชัน 

→ f :  และ → g :  สาํหรับแต่ละจาํนวนจริงθ  ใดๆ 

( ) ( )θ = θ =f x,       g y  

เม่ือ ( )x, y  เป็นจุดปลายส่วนโคง้ของวงกลมหน่ึงหน่วยที่วดัจากจุด ( )1,0  ยาว θ  หน่วย ในทิศทาง

ตามที่กล่าวขา้งตน้ เรียกฟังกช์นั f  และ g  ดงักล่าวน้ีวา่ ฟังก์ชันโคไซน์ (cosine) และ ฟังก์ชันไซน์ (sine) 

ตามลาํดบั และจะเขียนแทน f  ดว้ย cos  และเขียนแทน g  ดว้ย sin  ดงัน้ี 

= θ = θx cos ,       y sin  

ว ง ก ล ม ห น่ึ ง ห น่ ว ย ซ่ึ ง มี จุ ด ศู น ย์ก ล า ง อ ยู่ ท่ี จุ ด กํ า เ นิ ด  เ ป็ น ก ร า ฟ ข อ ง ค ว า ม สั ม พัน ธ ์ 

( ){ }∈ × + = 

2 2x, y x y 1  จะเห็นวา่ − ≤ ≤1 y 1 และ  − ≤ ≤1 x 1  ดงันั้น ทั้งโดเมนและเรนจ์

ของฟังกช์นัไซน์และฟังกช์นัโคไซน์คือเซตของจาํนวนจริงตั้งแต่ −1  ถึง 1   

จากสมการ + = = θ = θ2 2x y 1,  y sin ,  x cos  จะไดค้วามสมัพนัธข์อง θsin  และ  θcos  ดงัน้ี 

θ + θ =2 2cos sin 1  เม่ือ θ  เป็นจาํนวนจริง 

หมายเหตุ θ2cos  หมายถึง θ θ(cos )(cos ) 

 θ2sin  หมายถึง θ θ(sin )(sin ) 
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1.1  ค่าของฟังก์ชันไซน์และโคไซน์ 

 

เน่ืองจากจุดปลายส่วนโคง้ที่ยาว 0  หน่วยคือ ( )1,0  ดงัรูป จะได ้ =sin 0 0  และ =cos 0 1 

โดยเสน้รอบวงของวงกลมหน่ึงหน่วยยาว π2  หน่วย ดงันั้นจุดปลายส่วนโคง้ที่ยาว 
π π

π
3

, ,
2 2

 จะมี

โคออร์ดิเนตเป็น ( ) ( ) ( )− −0,1 , 1,0 , 0, 1  ตามลาํดบั จะได ้

π π
= π = = −

π π
= π = =

3
sin 1 , sin 0 , sin 1

2 2
3

cos 0 , cos 1 , cos 0
2 2

 

จะเห็นวา่ค่าของฟังกช์นัไซน์และโคไซน์ของ θ  เม่ือ 
π

θ =
n
2

 โดยที่ n  เป็นจาํนวนเต็มนั้นหาไดจ้าก

โคออร์ดิเนตของจุดปลายส่วนโคง้ที่ยาว 
πn
2

 หน่วย ซ่ึงจุดปลายนั้นจะเป็นจุดใดจุดหน่ึงในส่ีจุดต่อไปน้ี  

( ) ( ) ( )−1,0 , 0,1 , 1, 0  และ ( )−0, 1  

 

การหาค่าของฟังกช์นัไซน์และโคไซน์ของ θ  ทาํไดโ้ดยหา ( )x, y  ซ่ึงเป็นจุดปลายส่วนโคง้ท่ียาว θ  

หน่วย แต่โดยที่แกน X  เป็นแกนสมมาตรแกนหน่ึงของวงกลมหน่ึงหน่วย ถา้ส่วนโคง้ของวงกลมหน่ึง

หน่วยที่เช่ือมระหว่างจุด ( )1,0  กับจุด ( )x, y  ยาว θ| |  หน่วย ส่วนโค้งของวงกลมหน่ึงหน่วยท่ีเช่ือม

ระหวา่งจุด ( )1,0  กบัจุด ( )−x, y  จะตอ้งยาว θ| |  หน่วยดว้ย  ดงันั้นเม่ือจุดปลายส่วนโคง้ที่ยาว θ  หน่วย

คือจุด ( )x, y  จุดปลายส่วนโคง้ที่ยาว −θ  หน่วย จะเป็นจุด ( )−x, y  
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จากจุด ( )x, y  และ ( )−x, y  ทาํใหส้รุปไดว้า่ 

 = θx cos  และ ( )= −θx cos   ดงันั้น ( )−θ = θcos cos  

 = θy sin  และ ( )− = −θy sin   ดงันั้น ( )−θ = − θsin sin  

ถา้ θ > π2  และหาร θ  ดว้ย π2  แลว้ได ้ n  เหลือเศษ α  นั่นคือ θ = π + α2n  เม่ือ n  เป็นจาํนวน

เตม็บวกและ ≤ α < π0 2  

ดงันั้นการวดัส่วนโคง้ของวงกลมหน่ึงหน่วยจากจุด ( )1,0  ไปยาว θ  หน่วย นั้นจึงวดัไป α  หน่วยก็

เพยีงพอแลว้ เพราะจาํนวน π2n  แสดงวา่การวดัตอ้งวดัครบรอบวงกลม n  รอบ 

จึงสรุปไดว้า่  ( )θ = π + α = αsin sin 2n sin  

( )θ = π + α = αcos cos 2n cos  

พกิดัของมุมพืน้ฐานมีดงัน้ี 

 

จะเห็นไดว้า่ตวัเลขพกิดั ( )x) y  จะเป็นค่าเดียวกนักบั sin และ cos ของมุม   30 , 45 , 60   
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และ π = 180  โดยจะใชส้ญัลกัษณ์ ( )θP  แทน พกิดัของจุดปลายมุม θ  

เช่น ( )  π π π   
= = =     

     
 

3 1
P cos , sin cos 30 , sin 30 ,

6 6 6 2 2
 

 ( )  π π π   
= = =     

     
 

2 2
P cos , sin cos 45 , sin 45 ,

4 4 4 2 2
 

 ( )  π π π   
= = =     

     
 

1 3
P cos , sin cos60 , sin 60 ,

3 3 3 2 2
 

 ( ) ( )π π π   
= = =   

   
 P cos , sin cos90 , sin 90 0, 1

2 2 2
 

 ( )  π π π   
= = = −    

     
 

2 2 2 1 3
P cos , sin cos120 , sin120 ,

3 3 3 2 2
 

 

แบบฝึกหดัที่ 1 

จงหาพกิดัของขอ้ต่อไปน้ี 

1) ( )P 0  2) ( )πP  

 

 

 

3) 
π 

 
 

4
P

3
 4) 

π 
− 
 

5
P

4
 

 

 

 

5) 
π 

π + 
 

P 2
4

 6) 
7

P
3
π 

− 
 

 

 

 

 

7) 
37

P
6
π 

 
 

 8) 
2020

P
6
π 

 
 
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1.2  ฟังก์ชันตรีโกณมิติอ่ืนๆ 

บทนิยาม สาํหรับจาํนวนจริง θ  ใดๆ 

θ
θ =

θ
sin

tan
cos

 เม่ือ  θ ≠cos 0  

θ =
θ

1
sec

cos
 เม่ือ  θ ≠cos 0  

θ =
θ

1
csc

sin
 เม่ือ   θ ≠sin 0  

θ
θ =

θ
cos

cot
sin

 เม่ือ  θ ≠cos 0  

จากบทนิยามขา้งตน้ อาจหาความสมัพนัธร์ะหวา่งฟังกช์นัตรีโกณมิติต่างๆได ้เช่น 

 1) θ + θ =2 2sin cos 1  

 2) θ − θ =2 2sec tan 1  

 3) θ − θ =2 2csc cot 1  

 

แบบฝึกหดัที่ 2 

1) จงหาค่าของฟังกช์นัตรีโกณมิติทุกฟังกช์นัของจาํนวนต่อไปน้ี 

θ  0  
π
2

 
π
4

 
π3
4

 
π2
3

 

sin      

cos      

tan      

cot      

sec      

csc      
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2) จงหาค่าของฟังกช์นัตรีโกณมิติทุกฟังกช์นัของจาํนวนต่อไปน้ี 

θ  
π25

3
 

π
−

19
6

 
π29

4
 

π
− π

2
3

 
π35

4
 

sin      

cos      

tan      

cot      

sec      

csc      

 

3) จงหาค่าของฟังกช์นัตรีโกณมิติทุกฟังกช์นัของจาํนวนต่อไปน้ี 

θ  135  300  − 480  210  − 315  

sin      

cos      

tan      

cot      

sec      

csc      
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4) กาํหนดให ้ θ =sin 0.48  และ 
π

≤ θ ≤0
2

  จงหาค่าของฟังกช์นัตรีโกณมิติอ่ืนๆ ของ θ  

 

 

 

 

 

5) ถา้ 
π

≤ θ ≤0
2

 และ θ =
4

sin
5

  จงหาค่าของ θ + θsec cosec  

 

 

 

 

 

 

6) ถา้ 
π

≤ θ ≤0
2

 และ θ =
1

tan
3

 จงหาค่าของ θ + θ2cos cot  

 

 

 

 

 

 

7) จงหาค่าของ + + +   2 2 2cot 30 4 cos 45 3 sec 30 tan 45  

 

 

 

 

 

 



กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ 8 คณิตศาสตร์เพิม่เติม 3 

โรงเรียนนวมินทราชินูทิศ สตรีวทิยา พทุธมณฑล ชั้นมธัยมศึกษาปีที่ 5 

เอกสารประกอบการเรียน ห้ามจําหน่าย จดัทาํโดย อ.เจนณรงค ์อร่ามรัตนชยั 

8) จงหาค่าของ 
π π π π
+ π − −

3 5 7
sin tan cos cot sin

2 2 6 6
 

 

 

 

 

 

9) จงหาค่าของ 
( ) ( )

( )
− − −

−

 



tan 840 sin 480

cos 930
 

 

 

 

 

 

10) จงหาค่าของ 
+ − −  



sin 480 cos1290 tan( 405 )

sin 690
 

 

 

 

 

 

 

11) จงหาค่าของ    cos 315 sin22 tan248 cos ec68  

 

 

 

 

 


